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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ	МОДЕЛИРОВАНИЕ	ПРОЦЕССА	СУШКИ	ЯБЛОК

О. Н. Пчелинцева

В представленной работе с помощью дифференциальных уравнений проведено математическое 
моделирование кинетики процесса сушки яблок. Полученные зависимости позволят в дальнейшем при 
использовании в специализированных вычислительных устройствах многократно решать задачи расчета 
кинетики сушки при изменении исходной влажности продукта. 
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Введение

Сушеные овощи, картофель и фрукты пред-
ставляют собой незаменимые полуфабрикаты для 
пищеконцентратной, консервной, рыбной и мясо-
молочной промышленности. Для снабжения раз-
личных экспедиций, космонавтов, туристов и др. 
их так же используют. Сушеные овощи, картофель 
и фрукты находят широкое применение в обще-
ственном и индивидуальном питании.

Достоинства сушки как метода консервирова-
ния общепризнаны – малая масса, недефицитная 
тара для фасовки, хорошая транспортабельность, 
возможность длительного хранения и перевозок 
продукции без применения холода и т. д. [1] .

Сушка овощей и фруктов известна со времен 
глубокой древности. В России в качестве промыс-
ла сушка овощей стала распространяться в селах 
в конце XIX – начале XX столетий. До революции 
овощи сушили на небольших полукустарных заво-
дах. На сегодняшний сушка фруктов широко рас-
пространена. Самыми распространенными продук-
тами являются изюм, финики, чернослив, инжир, 
абрикосы, персики, яблоки и груши. Они упомина-
ются как «обычные» или «традиционные», которые 
были высушены на солнце или в специальных аэро-
динамических трубах. Многие виды плодов и ягод, 
таких как клюква, голубика, вишня, клубника 
и манго пропитывают подсластителями (например, 
сиропом из сахарозы) перед сушкой. Некоторые 
продукты продаются как сухофрукты, например, 
бананы, папайи, киви и ананасы.

Процесс сушки обусловлен подводом теплоты 
к высушиваемому продукту, благодаря которому 
происходит испарение влаги. В качестве сушиль-
ного агента применяют воздух, перегретый пар 
и топочные газы, которые насыщаются испаряемой 
влагой из высушиваемого материала.

Сушку пищевых продуктов производят в ба-
рабанных, ленточных, шахтных, распылительных, 
коридорных, камерных сушках, в установках с па-
дающим и кипящим слоями и пр. Эти аппараты 
отличаются конструктивными параметрами, на-
правлением сушильного агента и высушиваемого 
продукта, давлением в сушильной камере [5] .

Целью	работы является моделирование про-

цесса кинетики сушки яблок при изменении исход-
ной влажности продукта.

Объекты	и	методы	исследований

Объектом исследования являются яблоки. 
Каждый сорт яблок имеет свои характерные осо-
бенности и различный химический состав. Все за-
висит от происхождения, условий произрастания, 
степени зрелости плодов. Все это определяет пище-
вые достоинства, вкус и использование. Для сушки 
применяют только яблоки с белым плотным плодо-
вым телом. Для сушки пригодные зрелые яблоки 
с большим количеством ароматических и вкусовых 
веществ, когда их плодовое тело еще не размякло. 
Кружочки и частицы режутся из яблок диаметром 
более 50 мм. Для изготовления более измельчен-
ного материала могут быть использованы мелкие 
яблоки, однако переработка плодов диаметром ме-
нее 30 мм не целесообразно через увеличение от-
ходов.

Методы исследования основываются на реше-
нии систем дифференциальных уравнений, описы-
вающих тепло- и влагоперенос во влажных телах 
[2–4].

Результаты	и	их	обсуждение

Для анализа процесса сушки рассмотрим ос-
новные дифференциальные уравнения описываю-
щие тепло- и влагоперенос во влажных телах:
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Коэффициенты ki1 определяются сочетанием 
термодинамических и теплофизических характери-
стик влажного тела:
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Здесь дополнительно введены следующие обо-
значения:
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 – оператор Лапласа;

 
/ pa cλ=  – коэффициент 

температуропроводности;
аm – коэффициент диффузии влаги;
δ – относительный коэффициент термодиффу-

зии влаги;
δр – термоградиентный коэффициент;
е – критерий фазового превращения;
r – удельная теплота фазового превращения;
kp – коэффициент фильтрационного переноса 

влаги;
с – приведенная удельная теплоемкость мате-

риала;
ср – коэффициент емкости влажного воздуха 

в пористом теле;
х, у, z – координаты;
р0 – плотность сухого скелета влажного тела.
Для одномерных задач при отсутствии гради-

ента общего давления система уравнения упроща-
ется
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Все теплофизические и термодинамические 
характеристики аm, δ, λ, с, r, e являются функциями 
температуры t и влагосодержания.

В приведенных уравнениях влагосодержание 
u можно заменить потенциалом влагопереноса  
du = cty тогда соответствующие термодинамиче-
ские и теплофизические характеристики нужно по-
делит на величину массоемкости.

Для решения системы приведенных уравнений 
необходимо знать распределение температур н вла-
госодержания внутри тела в начальный момент вре-
мени (начальные условия), геометрическую форму 
тела и закон взаимодействия между окружающей 
средой и поверхностью тела (граничные условия). 
Совокупность начальных и граничных условий со-
ставляет в простейшем случае краевые условия.

Граничные условия могут быть заданы че-

тырьмя способами. Граничное условие первого 
рода состоит в задании распределения температуры 
на поверхности тела tп  во времени, т. е. tп(τ) = f(τ) 
(задача Дирихле), второго рода - в задании плотно-
сти теплового потока (производная от температу-
ры) для каждой точки поверхности тела как функ-
ции времени qп(τ) = f(τ) (задача Неймана), третьего 
рода - в задании температуры окружающей среды 
и закона теплообмена между поверхностью тела и 
окружающей средой (смешанные условия)

 0[ ( ) ( )]ï cq t tα τ τ= −  (3)

 где tc – температура окружающей среды.

Граничное условие четвертого рода соответ-
ствует теплообмену тела с окружающей средой по 
закону теплопроводности или случаю теплообмена 
соприкасающихся твердых тел, когда их температу-
ры поверхностей одинаковы (идеальный тепловой 
контакт).

Распределение температуры внутри тела в на-
чальный момент времени задается начальным усло-
вием

 t (x, y, z,0) f(x, y, z).= =
При равномерном распределении температуры 

начальное условие принимает вид

0t (x, y, z,0) .t const= = =
В соответствии с теоремой о единственности 

решения, если некоторая функция f (х, у, z, τ) удов-
летворяет дифференциальному уравнению, началь-
ным и граничным условиям, то она является един-
ственным решением задачи.

Наличие заданных краевых условий позволяет 
в простейших случаях получить аналитические ре-
шения прямой задачи теплопроводности, т. е. найти 
функцию

 0 (x, y, z, )t f τ=

Аналогично граничным условиям теплооб-
мена взаимодействие поверхности тела с окружа-
ющей средой при массообмене также может быть 
описано граничными условиями четырех родов.

Граничные условия первого рода соответству-
ют случаю, когда потенциал диффузионного мас-
сопереноса на поверхности тела равен потенциалу 
массопереноса в окружающей среде; второго рода - 
случаю массообмена при сушке влажных тел, когда 
в первом периоде интенсивность сушки постоянна, 
а во втором уменьшается. Следовательно, в гра-
ничных условиях задается плотность потока массы 
вещества как функция времени gm = f(τ). В частном 
случае gm = const.

Граничные условия третьего рода аналогич-
ны граничным условиям теплообмена, а четверто-
го рода характеризуют молекулярный теплообмен 
между двумя средами. В общем случае граничные 
условия для одномерного потока запишем:
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где qn, qm – удельный поток соответственно тепла и 
влаги на поверхности.

Начальные условия для одномерного потока 
при τ = 0 имеют вид

1

( )
( )ì

m f x
t f x
=
=

Система уравнений (1) и граничные условия 
составляют математическое описание тепло- и мас-
сообмена во влажных телах и в бинарной парога-
зовой среде (сушильный агент) при конвективной 
диффузии в жидкостях и пр. Для подвижных сред 
в уравнения необходимо ввести член, содержащий 
скорость движения среды. Форма записи гранич-
ных условий зависит от вида тепло- и массообмена, 
геометрической формы среды и выбранной систе-
мы координат.

При построении математических моделей на-
грева, сушки и охлаждения материала приведенные 
математические зависимости упрощают введением 
различных допущений, которые хотя и снижают 
точность математических моделей, но позволя-
ют представить сложные процессы сравнительно 
простыми и доступными для решения методами, и 
средствами.

Такими допущениями могут быть замена слож-
ных многомерных тел и пространств одномерными: 
разделение пространств н тел сложной формы на 
простые элементы; неизменность теплофизических 
и термодинамических характеристик в рассматри-
ваемых диапазонах изменения температур и вла-
госодержаний; исключение из уравнений членов, 
незначительно влияющих на конечные результаты, 
преобразование системы координат для упрощения 
формы записи.

В связи со сложностью и недостаточной точ-
ностью такого рода описаний, а также отсутствием 
либо сложностью метода решения систем уравне-
ний чаще всего используют более простые формы 
описания процессов сушки.

Кинетику сушки представляют различными 
формами кривой сушки. Наиболее распространен-
ной формой является уравнение А. В. Лыкова[2–4]:

 ( )( ) k
p H pW W W W e τ−= + − ⋅  (5)

где W, Wp, WH – текущая, равновесная и начальная 
влажности материала;
 k – коэффициент сушки, являющийся 
функцией температуры и влажности среды, k = f (f, 
φ).

В некоторых случаях рационально применять 
такую форму записи:

( )
2( ) e
ba

p H pW W W W
τ
τ

− +
= − −

 где а, b – коэффициенты, характеризующие 
связь влаги с материалом.

Равновесная влажность для данного материала 
является функцией температуры и относительной 
влажности сушильного агента Wp = f (t, φ). Поэ-

тому, используя обозначения . .y n H pW W W= −  и 

y pW W W= −  (удаленная влага), кинетику сушки 
представляют уравнением вида
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В этом уравнении k (t, φ) характеризует режим, 
а – связь влаги с материалом. 

Обе эти характеристики устанавливают экспе-
риментально, считая, что описания кривых сушки 
известны. При известных описаниях кинетических 
закономерностей и численных значениях, постоян-
ных для исследования, можно использовать анало-
говые и цифровые вычислительные машины.

Представив уравнение (5) или (6) в диффе-
ренциальной форме и составив структурную схе-
му набора этого дифференциального уравнения на 
аналоговой вычислительной машине, можно по-
лучить модель для исследования кинетики сушки. 
Для решения этой сравнительно простой задачи в 
системах автоматического управления применяют 
специализированное вычислительное устройство, 
что позволяет многократно решать задачи расчета 
кинетики сушки при изменении исходной влажно-
сти продукта.

Выводы

С помощью полученных дифференциальных 
уравнений можно проводить исследование кинети-
ки процесса сушки яблок, что позволит сформиро-
вать основы методики расчета параметров техноло-
гической схемы и аппаратуры.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE DRYING APPLES

O. N. Pchelintseva

In the present work, using differential equations mathematical modeling of the kinetics of the drying process 
of apples. The dependences obtained will allow in the future when used in specialized computing devices to 
repeatedly solve the problem of calculating the kinetics of drying the moisture content of the product. 
 
Keywords: modeling, apples, drying.
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